
SEMINARIO DI ANALISI MATEMATICA 

ISTITUTO MATEMATICO DELL 'UNIVERSITA' DI BOLOGNA 

B. FRANCHI 

STIME SUB-ELLITTICHE E METRICHE RIEMANNIANE SINGOLARI 

PARTE II 

24 MARZO 1983 



VIII-2. 

1. Nella prima parte di questo seminario è stato introdotto i] 

concetto di vettore sub-unitario rispetto a una famiglia di campi vettoria 

li su aperto di R" e, sotto opportune ipotesi, è stata introdotta una di- 

stanza naturalmente associata alla famiglia di campi vettoriali. Si è vi- 

sto poi come la stima di questa distanza e la individuazione di percorsi 

ottimali sia legata a proprietà di immersione di spazi funzionali associa 
ti ai campi in opportuni spazi di Sobolev. 

In questa parte del seminario vedremo come è possibile presen- 
tare in modo differente la distanza e come questa distanza sia, per certi 

aspetti, una distanza riemanniana singolare. 

Richiamiamo alcune aaa Sia X = Dad, } una fami- 
glia di campi vettoriali di classe o su un aperto connesso 2 e R". 

Una curva y £ © si dirà X-ammissibile (*) se 
1)vè c! a tratti; 

2) ciascuno dei tratti c! di y è una curva integrale di uno dei campi 
È VETERE È Ag i 

Diremo che l'aperto 9 è X-connesso se V X,y € Q esiste una 
curva X-ammissibile y che congiunge x e y. 

Se y: [0,T] + 9 è una parametrizzazione- C! a tratti di una 
curva X-ammissibile tale che {(t) € {+ X(Y(t)),..., #hX (r(t))) 
q.d., porremo 1(y) = 

Se 9 è X-connesso, possiamo allora dare la definizione seguen 
tes 

(1.1) V x,y €Q poniamo 

(*) Questa definizione è più restrittiva di quella data nel seminario pre cedente. Usiamo ancora questa terminologia per non appesantire le no- tazioni. 
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d(x,y) = inf{1(y): y X-ammissibile, y connette x e y} . 

La funzione d così definita è ovviamente una distanza. In questo semina- 

rio vedremo come questa distanza sia equivalente a quella costruita a par 

tire da vettori sub-unitari e come il problema di determinare d sia natu- 

ralmente formulabile in termini di controlli ottimi. 

Evidentemente l'ipotesi X-connessione per 2 gioca un ruolo es 

senziale per la definizione di d. Premettiamo allora alcune considerazio- 

ni su questa ipotesi. 

Supponiamo che i campi Kyron, siano C° su 9. Indichiamo 

con G l'algebra di Lie generata da Ko 

rio precedente che, se il rango di G è costante ed uguale a n su tutto 2, 

sevizi è stato provato nel semina- 

allora 2 è X-connesso ed è stata data una stima esplicita della distanza. 

La prima parte di questo risultato è, d'altra parte, contenuta nel teore- 

ma di Chow-Hermann ([4], Cap. 18). Ora, se rango G =k costante su Q, la 

condizione k = n è anche necessaria per la X-connessione di 9 (per il teo 

rema di Frobenius), mentre questo non è più vero se il rango di G non è co 

stante. Si consideri ad esempio questa situazione: 

(1.2) aqo=R,yp=n=2, X,=9 1 1° X, = 9(x,) 95» dove 

d(x,) > 0 per x #0, 988 (0) =0 VkENU0}. 

Ora, nel caso c°, una caratterizzazione della X-connessione è 

stata data da Sussmann ([8]). Per potere formulare questa condizione, è 

necessario premettere alcune definizioni. 

Indichiamo con by la distribuzione su 2 generata da X, cioè 

la funzione che ad un punto x di 9 associa lo spazio vettoriale Ax (x) ge- 

nerato da DX (0) a (1 4 

Diremo poi che una distribuzione x + A(x) è X-invariante se 
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VxE Le per ogni k-pla di campi Ki pae Xik e per ogni k-pla di numeri 

reali tpaeote il differenziale della applicazione 

t, Xi t, Xi 
x + g(x) = e bk sas @ ve x 

applica A(x) in A(g(x)). 

La più piccola distribuzione X-invariante che contiene A ver- 

rà indicata con P,. Si verifica che P, è ancora una distribuzione c°. 1 X 
risultato di Sussmann ([8], Teorema 7.1) può essere così formulato. 

(1.3) Q è X-connesso se e solo se Py (x) ha dimensione n V xe 92. 

Si può dare una motivazione geometrica della definizione di 
Py (x). 

In generale, fissato x € , definiamo orbita di X passante 
per x l'insieme di tutti i punti di 9 che sono connessi a x mediante cur- 
ve X-ammissibili. Chiameremo ancora orbite di X le classi rispetto alla 
relazione di equivalenza così ottenuta (la X-connessione di 9 può essere 
così formulata: 9 è un orbita). 

Ogni orbita S può essere dotata di una struttura topologica 
prendendo la topologia più forte che rende continue le applicazioni 
ft] 3. .oty) + etti, se, @ ti x per un dato x € S' al variare di k € N 
citi È 

Questa topologia non dipende da x € S. S risulta così uno spa 
zio separato e connesso, immerso con continuità in 9. 

In [8] viene provato che per ogni orbita S di X esiste un'uni 
ca struttura differenziale su S tale che S è una sottovarietà integrale 
massimale di Py (*). 

(*) Cioè: 1)Vx € S Jo spazio tangente in x a S è Py(x); 2) per ogni sot- tovarietà Z connessa che verifichi 1), £ è una sottovarietà aperta di S. 
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In altri termini, P, è la distribuzione le cui varietà inte- 

mania nt 

Può essere significativo fare ancora alcune considerazioni per 

confrontare (1.3) con la condizione sul rango dell'algebra di Lie G. Abbia 

mo già osservato che, se il rango di G non è costante in 9, la X-connessio 

ne di 2 non dà informazioni sul rango stesso. D'altra parte è invece ovvio 

che la dimensione di P,, è costante sulle orbite di X: basta tenere presen- 

te che se y = a Xik aa to XI e Tk Xîk y. 
-“% 

x, allorax = e 

E' inoltre possibile provare che, se Vl e Yo sono campi di vet 

tori C° su 9 tali che Yi) SI Py (x) x €92, i = 1,2, allora 

Ly, 3Yp} (x) € Py (x) V x € 2. Indicato allora con X* l'insieme di tutti i 

commutatori di ogni ordine ottenuti a partire da a Ladnala risulta ovvia 

mente Axa (x) c Py (x) Vx e N. L'inclusione può essere propria: ad esempio 

ciò avviene nell'esempio (1.2). 

Se rango di G = n in ogni punto di Q, allora Y x € 2 risulta 

n= dim Axa (x) < dim Py (x) £ n, e quindi il teorema di Chow-Hermann segue 

da (1.3). 

2. Siano Kascosk, campi di classe c! su 2. Mostreremo ora co 

me la costruzione della distanza d possa essere interpretata in termini 

di controlli ottimi. Poiché siano interessati (in vista delle nostre ap- 

plicazioni) a fatti locali, supporremo nel seguito Q = R", XK ae li- 

mitate con tutte le loro derivate. Supporremo inoltre che 

(2.1) R" è X-connesso ; 

(2.2) La distanza d è continua rispetto alla topologia euclidea. 

L'ipotesi (2.2) è del tutto naturale se si vuole confrontare 
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2_ È 2,1/2 i la norma ||u yll= (Hull, + L NX uil ) con una norma di uno spazio di 
j=1 - 

Sobolev usuale. Infatti, nel caso C » per il risultato di Fefferman e Phong 

[2] la hòlderianità di d è condizione necessaria e sufficiente per la mag- 

giorazione lull,e pS Cllull, per qualche e > 0. 

Osserviamo inoltre che la distanza d può essere continua anche 

se una stima di questo genere non sussiste. Consideriamo ad esempio il ca- 

so (1.2) e verifichiamo che d è continua nell'origine. Sia (x,y) € RÈ ta- 
le che, per fissare le idee, x > 0, y > 0, e sia e > 0. Scegliamo x <'e, 

y < € $(2e) e consideriamo la poligonale y 

X X -X (0,0) — (26,0) — (26,9) (x,y). 

(2e,y) 

Il tempo complessivo necessario per percorrere y sarà ](y) = 2e + 
+ y/9(2e) + Ze - x < 5e, e dunque d((0,0), (x,y)) < 1(Y) < 5e. Ciò prova la 
continuità di d. 

Una curva X-ammissibile uscente da Xo è parametrizzata da una 
funzione xi [0, T] > R" assolutamente continua Mae 

2.3 x = > X. x) U.. ; x{(0 = ( ( ) o; 9 

dove u = (uu): [0,T]+ L° SA 10h ce i a 1 
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è una funzione costante a tratti. Indicato con T(T) l'insieme delle funzio 

ni u così fatte, risulta allora 

d(x +90) = inf{T; Ju €T(T) tale che x(T) = Yo] A 

Con questa definizione della distanza d il problema di determi 

nare. se esiste, un percorso y che realizzi la distanza tra due punti dati 

e il problema di valutare la distanza tra due punti si traducono in un pro 

blema di controllo ottimo per il sistema 

e: o 
x so; x; (x) u; e funzione costo . dt . 

Vediamo ora come questa osservazione permette di utilizzare 

alcuni risultati classici di teoria dei controlli ottimi per ottenere pro 

prietà della distanza d. Seguiremo la presentazione di [5], Parte III. 

Indichiamo con A la matrice DX 30h l; allora x; (x) u U; = 

= A(x) u. La funzione A(x) u è continua in x e în ue di (A c1° in x; 

inoltre |< x, A(x) u>| £ C(1 + |x|]) YVx € R", vu, |u| s 

La teoria classica dei controlli ammette in genere una classe 

più ampia di controlli rispetto a quella da noi considerata; in generale 

infatti si suppone u solamente misurabile. Vediamo come questo non modifi 

e e” È n ; 
chi la nostra definizione. Poniamo, per x € Yo ER assegnati: 

(2.4) d'(x 0) = inf{T € Ri; 3u:[0,T] > V_ misurabile tale che 

la soluzione di % = A(x) u, x(0) = xo soddisfa x(T) = 

Ovviamente d'(x Yo ) < dix, Yo ); proviamo che dx, SA )s< d'(x Yo) Sia 

e > 0 fissato; per (2.2) estinte S > 0 tale che, v ye R', |y - Yo! < 8, 

risulta d(ysYo) < e. Sia ora u: [0,T] + A misurabile e x: [O,T] + R" ta- 

le che x(0) = x? x(T) = Yo? % = A(x) u, dove T è tale che T $ d'(x Yo) * 64 
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Sia inoltre uj: [0,T] + Vo costante a tratti tale che llu - u al 12 <8, e 
sia y la Fatina corrispondente. V t €[0,T] si ha: 

t t 
x(t) - y(t)| s [ |X(s) - $(s)| ds : [ |A(x) u- A(x) u, | ds + 

() l) 

t t 
+ | IA) - A(y) | [u,] ds s C(Ilu- ull 2 + [ |x(s)- y(s)| ds). 

0 () 

Dunque, per il lemma di Gronwall, |x(T) - y(T)[s &, 09; scelto allora 
8, opportuno, d(x, o )s d(x, sY(T)) + d(y(T)y, I <T * € £ d' x, o ) + 2e. 
Ciò prova 1' tazione: 

Non è conveniente però utilizzare questa classe di controlli 
quanto l'insieme Vi non è convesso. D'altra parte (cfr. [5]), Teorema 
20.2), se x è una traiettoria corrispondente a un controllo che assume va- 
lori in conv V, esiste una traiettoria y corrispondente a un controllo in 
V che dista (in senso euclideo) meno di e da x. Ragionando come fatto so- 
pra, si può allora provare che si ottiene la stessa distanza sostituendo 
LI con conv La {(u,». Up ) € RP tali che lu, la lu, Ds 

E' ora passtirit provare che ui distanza d è equivalente 
a quella ottenuta con vettori subunitari. Proveremo infatti che, sosti- 
tuendo conv "» con 5s(0,1), si ottiene una distanza equivalente alla data. 
Indichiamo per il momento con , la distanza ottenuta prendendo contro1- 
li con valore in S(o,p). Ovviamente si ha: 

d,% o ) s d(x 0°Y0) £ d (XY) i 
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Ma d /% e d, sono equivalenti, in quanto, per la linearità di u + A(x) u, 

passare da un tipo di controlli all'altro equivale a una riparametrizzazio 

ne della traiettoria con un parametro proporzionale a quello dato. 

D'ona in poi indichenemo con d La distanza ottenuta con control 

Li 4n S(0,1). 

Osserviamo poi che, essendo {A(x) u; u€ S(0,1)} convesso, per 

l'ipotesi di X-connessione, dal Corollario 20.1 di [5] segue che 

“% 

(2.5) Vx,y € R" esiste un controllo ottimo , 

esiste cioè una u: [0,d(X,7)] + S(0,1) tale che la soluzione di %=A(x) u, 

x(0) = X è tale che x(d(x,7)) = 7. i 

La curva t + x(t) in questo caso è una curva di minima lun- 

ghezza tra xo € Yo' Ci si può chiedere se l'analogia naturale con le cur 

ve geodetiche della varietà riemanniana può suggerire qualche modo per 

studiare queste curve. Vedremo come, fino a un certo punto, questa analo 

gia possa essere utilizzata. 

Supponiamo dapprima che det A(x) A (x) #0 VxE R" e che 

Xe, siano di classe C°. 

Nel seminario precedente si è visto che, in questo caso, la. 

distanza d coincide con la distanza data dalla metrica riemanniana 

< (ax) A) E, E >. 
E' noto che i cammini y tra due punti x e Y di R" che minimiz 

La dt minimizzano anche la zano la lunghezza [! < (Aly) n vaY> 

energia [ < (AG) A (MY! {, % > dt e viceversa purché siano parametriz 

zati proporzionalmente alla lunghezza d'arco. Sia allora y: [0,1] > R" un 

estremale dell'energia parametrizzato rispetto alla lunghezza d'arco ridot 

ta (409) < (00) AMT i 79 
rispondente sarà 

ds. L'equazione di Eulero cor 
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d T - ” (2.6) ay SCAMA mM 4, {da È n < (Av) AT vat). 

D'altra parte {+ <"(A(y) A! Y» Y > è omogenea di ordine due; dun- 

que coincide con PRIA pal Dani H son nei Hi ag tra- 

sformati x = y, p -È 74 cA(v) A)! { 4> = 2(A(y) A' OO) USarà 
allora 

Fou T T HO) = 1 < (AG) A") Atm Atp, AG) AT > = 

= iI AT vpi? 

e la coppia di funzioni x e p soddisferà il sistema seguente equivalente 

a (2.6): 

î -i FA (x)pi? 
(2.7) 

b -> Fun copi. 

Inoltre 

1 

d(X,7) -J < (Av) AI 4, 4/2 de è 

if < (AC) Av) pa p >!/2 dt = (hey, ph)? 
(0) 

(tenendo conto che l'Hamiltoniana è costante sulle sue curve integrali). 

Proviamo ora che, anche nel caso degenere, in certe situazioni 
le equazioni. (2.7) ci permettono di valutare la distanza. In generale si 
ha in ogni caso che: 
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(2.8) Se (x,p) è una soluzione di 

dg 2 
5p lA (x) pli 

xl x(0)=x, x(1)=Y 

. E) te [0,1], vi 2 22 IA) pl 

attona d(R9) STIA (x) pll, 
(cioè l'energia delle soluzioni è sempre maggiore o eguale alla distanza 

d tra X e Y al quadrato). 

Proveremo la (2.8) successivamente. Vediamo ora come, in una 

particolare situazione, la (2.8) permetta di concludere che la distanza 

tra X e Y è uguale alla radice quadrata del livello minimo di energia per 

i1 sistema hamiltoniano associato alla matrice A. 

Supponiamo p = n e supponiamo rango A{x) = n su un sottoinsie 

me denso T di R". Per la continuità di d, basterà allora stimare d(x,y) 

quando y € T. 

Siano u e x rispettivamente un controllo ottimo e la traietto 

ria corrispondente tra X e Y per-il sistema % = A(x)u (che esistono per 

(2.5)) definiti su [0,T], T = d(x,7). 

Per il principio di massimo di Pontryagin ([5], 23) esiste 

una funzione p: [0,T] + R", un numero reale Po tali che: 

i) p(t) 70 VtETO,T 

ii) H(x(t), ple)) = TA'G:(t)) ped] - p, = 
= max{<p(t), A(x(t)) v>- Po? “ E $(0,1)} = Po 

iii) p=- dep) Yeerom. 
D'altra parte, per ii),0 |AT(x(t)) p(t)] = 00 [A (x(t))p(t)[> 0Yt: 

Ja prima eventualità è esclusa dal fatto che Al (x(1)) = ag) è invertibile 

LZ 0 Vtel[O,T] 

e p(1) # 0. Sempre per ii) sarà allora necessariamente 

ult) = A'GOPZIA GP] 
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che sostituito in X = A(x)u dà 

T E ; 
= A(x) A (x)P/IA (x)p]. 

Indicando con x, e con P, rispettivamente le funzioni 

t+x(tT)et+ (27/P, ) p(tT), è immediato nr sg (x, » p,) soddi - 

sa un do svelto a quello di (2.7) e di più Zua' (x, ) p,ll = 

alal (x) pIl= T = d(x,y). 

Osserviamo che l'ipotesi sul rango della matrice A è stata uti 

lizzata unicamente per escludere la possibilità Ax) p = 0; le nostre ar- 

sd "i possono allora essere ripetute ogni volta che si può esclude- 

re a' (x) p= 0. 

Osserviamo ancora che l'Hamiltoniana IA" (x) piè è il simbolo 

principale dell'operatore - ; E xi. 
; J 

Consideriamo ora uri molto semplice per illustrare que- 
sto tipo di formulazione de] problema. 

Siano x, e x, i campi in RE d e x, do Poiché x, e 1X,3X, ] ge 
nerano tutto Ri, RE è X-connesso e la distanza è già stata K-HD6, ci li- 
miteremo ad applicare i risultati sopra ottenuti per calcolare la distanza 
tra l'origine e il punto (o,h), h> o. Determineremo esplicitamente le cur 
ve di minima lunghezza e vedremo come l'analogia con le varietà riemannia- 
ne non possa essere portata oltre un certo limite. 

Il sistema (2.7) diventa 

I: ent 
a a Pa 772% Pa 

(2.9) te [0,1] (*) 

(*) Anche se rango AC(0, h)) < r- qui possiamo escludere che sia A Top = Infatti, se fosse AT(x)p = 0, sarebbe pj #0 e quindi x = 0 che non a possibile. 
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x, (0) = x,(0) = dI x, (1) =0, x,(1) = h. Le soluzioni di (2.11) saranno da 

te da 

2h 

kr 
+ | sin(kmt) vR " x = h(t - sin(2kmt)/2kt) , 

2kt, KEN. 
zh 

p, F* 2 T kt cos(krt) Po 

Abbiamo quindi una successione di coppie di curve speculari ri- 

spetto all'asse y. 

In corrispondenza ; NAT (x,p)l° = AT (x(0)) p(0)îi” = È p, (0)° = 2krh; ne 

segue che d((0,0), (o,h)) = 27h. 

Osserviamo ora che, in una varietà riemanniana, fissato un pun 

to x, esiste un intorno W di x e un numero e > 0 tale che ogni coppia di 

punti in W può essere congiunta con una geodetica (unica) di lunghezza mi 

nore di e. Nel nostro caso questo non si verifica in quanto vi sono sempre 

due geodetiche che congiungono l'origine e il punto (o,h) che "realizzano 

la distanza". 
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Proviamo ora (2.8) 

Procediamo in questo modo: indichiamo ancora con A la matrice 

nx (p+n) SEZIONE 0,:..,0]. La distanza associata al problema di con- 

trollo ottimo per questa matrice è la stessa d. 

Nel seguito, inoltre supporremo sempre che i campi &, siano 

C°. Poniamo A, = DX 03%p> EE] 3°+-3€0n ] dove e, = (Osa Si n) è 
indichiamo con d, la distanza associata PE A_. Osserviamo che det (A_(x)A_(x))# 0 
vxeR". 

Ovviamente, d_ (x,y) s d(x,y). Proviamo che, V x,y € P. 
da RI) 7 dp). 

Se per assurdo questo non-si verificasse, esisterebbe una suc- 
cessione En AT, g tale che den (XY) sd(X.y)- n. 

Sia ora xo! [0,T_] + R" una traiettoria ottimale del sistema 
associato ad A, corrispondente al controllo Ul» sia cioè 

ko = Ax) U_» x_(0) = Mas LA (T, )=V.,T_=d e FT). 

Possiamo sempre pensare U, pro°ungato con un vettore costante su [O,T] se 
= d(x,y) e x_ prolungata di conseguenza. Possiamo inoltre supporre che 

Uen Converga L -debolmente a u, con |u| < 1 t 
Risulta allora, set <t', lx. (t) - x el) s IA (x_( (s))|ds < 

sC(t' - t); dunque Die} è equilimitato ed saune possiamo al- 
uni f. lora supporre Xen = %, Risulta 

t t xen(t) - X -[ Ren(Xen(5)) ue, ds nes. A(x(s)) u ds 
(o) 

(o) 

poiché 
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t t 

[ (Ac en) ven 7 A(x) u) ds| :[ I (Aen Xen) = A(x)) Ven! ds + 

o 0 

t t ° 

+ JI A(x) (un 74) ds| :[ (IAS, en) = Aeg | + TAen0*) - 
Do) o 

t 

- A(x)|) ds + f A(x) (ue, - u) ds| 
O) 

t t 
: [ (se, -xl+e)4+1 | A(x) (ug 74) dsj DS5 o. 

0 o 

Dunque % = A(x)u, x(0) 
Si ; s n+ 

= X. Possiamo inoltre supporre Ten —- sT-n. 

cea 
+00 

ora gx (TI = x(t) enlTen) | 2 Dren MTen)*lTen)] + |x(Te x T — D; 

dunque x(T) = Y. Ne segue che T = d(x,y) $ La < T- n, che è assurdo. Ciò 

prova l'affermazione. 

Osserviamo 

X fissato le funzioni 

alla funzione y + d(X,y 

Poniamo ora 

poi che, sec <1,€> 0 da (X9) < d 2 XY); dunque 

y> d_ (Ky) convergono uniformemente sui compatti 

de 
URALI 2 E 3 

o(x,p) = 7 |A (x) p| e sia (x,p) soluzione del- 

l'equazione di Hamilton 

(2.10) 

Allora o(x(t), p(t)) = 

soluzione di 

te [0,1], x(0)=Xx, x(1)=Y 

al 
t_ = cost. Poniamo o_ = nat ()più e sia (x_, p_) 
Db) € € e’ "e 
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(2.11) t € [0,1], x_(0) = X, p_(0) = p(o) 

Be * x 

Per quanto abbiamo visto precedentemente, x è una geodetica 

per la metrica riemanniana - [A 001? tra X e x = x (1) e 

a. GX) s (00, p_)!2. 

D'altra parte, possiamo supporre (xs p.) RA (x,p) e quin n n 

di JA Rx} d7] STAR IRR) de 0. Ar 
lora d(x,y) = lim d (RX) s o(x,p)l/2, 

e+o € € 

Ciò prova (2.8). 
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